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                                                    14) m, n ∈Z ; m 1, n 1 olduğunu gösteriniz. > > ve ( ) m, n = 1 ise ϕ ( n) ϕ ( m) ( ) m + n ≡ 1 mod m. n 15) 1532 3 tamsayısının 100 ile bölümünden kalanı bulunuz. 16) n tek tamsayı ve 3 n 17) n ∈ Z ve 5 |/ n ise gösteriniz. 2 |/ ise 6 ( n 1) | − olduğunu ispatlayınız. 4 n tamsayısının 5m + 1 ( m ∈ Z ) biçiminde olduğunu 18) , a b ∈Z olmak üzere ( a ,17) = 1 ve ( b ) 17 ile bölündüğünü gösteriniz. ,17 = 1 ise a − b tamsayısının 16 16 40
4. BÖLÜM. LİNEER KONGRÜANSLAR Tanım 4.1. a, b, m ∈Z , m > 0 ve a ≢ 0(mod m) olmak üzere ax ≡ b(mod m) şeklinde verilen bir eşdeğerlik bağıntısına bir bilinmeyenli bir lineer kongrüans adı verilir. Bu eşdeğerliği gerçekleyen x tamsayılarının kümesine de bu kongrüansın çözüm kümesi denir. Teorem 4.1. ax ≡ b(mod m) kongrüansının bir çözümünün olabilmesi için gerek ve yeter koşul ( a, m) | b olmasıdır. Kanıt. ⇒ Gereklik: x 0 , ax ≡ b(mod m) kongrüansının bir çözümü olsun. Bu durumda ax0 ≡ b(mod m) olduğundan m | ( ax0 − b) bulunur. m | ( ax0 − b) ⇒ ∃k ∈ Z : ax0 − b = km ⇒ b = ax0 − km dir. ⎧ ⎪d | a ⇒ d | ax0 ⎫ ( a, m) = d ⇒ ⎨ ⎬ ⇒ d | ( ax0 − km) = b , ⎪⎩ d | m ⇒ d | km⎭ yani d | b dir. ⇐ Yeterlik: ( a, m) ax ' + my ' = d olacak şekilde x ' , olduğundan eşitliğinin her iki yanını = d olsun. Bu durumda Teorem 1.2. ye göre y ' ∈ Z tamsayıları vardır. Ayrıca d | b b = db ' olacak şekilde b ' ∈ Z tamsayısı vardır. ax ' + my ' = d b ' ile çarparak b ' x ' a( b ' x ') + m( b' y ') = db' = b x = x , b ' y ' ∈ Z olmak üzere buluruz. Böylece, ax − b = m( −b ' y ') ⇒ m | ( ax − b) ⇒ ax ≡ b(mod m) elde ederiz. Şu halde b ' x ' , ax ≡ b(mod m) kongrüansının bir çözümüdür. Teorem 4.2. x 0 , ax ≡ b(mod m) kongrüansının bir çözümü ise x ≡ x (mod m) 0 de bu kongrüansın bir çözümüdür. Kanıt. x 0 , ax ≡ b(mod m) kongrüansının bir çözümü olsun. Bu takdirde ax0 ≡ b(mod m) dir. Buradan ax0 = b + q1m , q1 ∈ Z yazılabilir. Şimdi x ≡ x (mod m) 0 nin de bu kongrüansın bir çözümü olduğunu gösterelim: x ≡ x (mod m) 0 ⇒ x = x0 + q2m , q2 ∈ Z dir. a( x0 + q2m) = ax0 + aq2m = b + q  1m + aq2m = b + ( q1 + q2a) m  x ∈Z 41
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